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Pendahuluan
Dalam mempelajari analisis
fungsional,' sesungguhnya tidak dapat
dilepaskan dari konsep ruang bemorma,
yaitu ruang vektor yang dilengkapi
dengan nonna. Lebih khusus lagi,
terdapat konsep ruang hasil kali dalam,
yaitu ruang vektor yang dilengkapi
dengan hasil kali dalam. Konsep hasil
kali dalam merupakan salah satu objek
matematika yang dipelajari dan
dikembangkan oleh para peneliti. Salah
satu arah pengembangannya adalah
dengan membentuk generalisasinya.
Giles (1967) membentuk
generalisasi dari hasil kali dalam dengan
definisi sebagai berikut.
Definisi. 1.1. Diberikan sebarang ruang
vektor X atas lapangan K. Fungsi
[. , . ]  
'X x X -r K disebut semi hasil
kali dalam Lumer-Giles jika sifat-sifat di
bawah ini dipenuhi :
(i) fx * y, zl = lx, zl + [y, zl untuk
setiap x,y,z e X.
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ABSTRAK
Konsep hasil kali dalam merupakan salah satu objek matematika yang dipelajari dan dikembangkan
oleh para peneliti. Setiap hasil kali dalam dapat membangun orma, tetapi tidak berlaku sebaliknya.Oleh karena itu di dalam artikel ini dituliskan konsep-mengenai semi hasil kali dalam atas danbawah yang merupakan pendekatan hasil kali dalam yungiibungun dari norrna. penelitian ini
menggunakan metode-studi literatur yang bertujuan uniukinempelajari sifat-sifat semi hasil kalidalam atas dan bawah beserta hubungannya dengan semi hasil t<ali Aaiam yang lain.
Kata Kunci: semi hasil kali dalam atas, semi hasil kali dalam bawah, semi hasil kali dalam
Lumer-Giles.
ABSTRACT
The concept of inner product is a mathematic object which is learned and developed by the
researchers. Every inner product built the nonn, but not vice-versa. Thereiore, l" tnl, article the
researcher wrote the concept about superior and inferior semi-inner product which is an approach
of inner product that was built by norm. This research used literature study method with the goal isfor.sJudy some properties of superior and inferior semi-inner product and the relation of superior
and inferior semi-inner product with other semi-inner product.
Keywords : superior semi-inner product, inferior semi-inner product, semi-inner product
Lumer-Giles
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( i i)  [7x,y] = Tlx,yl untuk setiap
x,yeXdanleK.
(i i i )  fx,/ l  > 0 untuk setiap x e X dan
x = o j ika [x.  x]  :0.
( iv)  l [x ,412 < lx,x l [y,y l .
(v) fx,)"vl = T/,yl untuk setiap x, y €
X dan),€K.
Selain i tu, Giles (1967) juga
menuliskan hubungan antara nomra dan
semi hasil kali dalam Lumer-Giles dalam
teorema di bawah ini.
Teorema 1.2. Diberikan ruang vektor
X atas lapangan K dan semi hasil kali
dalam Lurner-Giles [. ,  . ] .  Fungsi l l .  l l  
'
X --; IR dengan ll z ll : fx,xl)
merupakan norrna pada X.
Selanjutnya, untuk sebarang ruang
bernorma (X,.ll.ll), keluarga semi hasil
kali dalam Lumer-Giles yang
mernbangkitkan norrna ll.ll pada X
sebagaimana didefinisikan pada Teorema
1.2 dinotasikan dengar {,,r .
Dragomir (2004) memiliki konsep
yang berbe da dalam menggeneralisasikan
hasil kali dalam, yaitu membangun
fungsi yang sifat-sifatnya lebih lemah
dari inner produk tetapi dibangkitkan
dari norma. Semi hasil kali dalam atas
dan bawah darix,y e X, yang berturut-
turut ditulis (x,y), dan (x,y),, dengan
X merupakan ruang
didefinisikan sebasai
(x,Y)r- :  l im
f  +(Jr
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lly+txl l2 - l ly l lz
2t
(x,  y)p :  l iml-6 -  l lv+tx l ) | - l lv l lz  .
Ini lah konsep yang mentbuat penulis
tertarik untuk menelitir-rya.
Tr"rjr-ran dari penelitian ini adalal-r
untuk mempelajari sifat-sifat semi hasil
kali dalam atas dan bawah beserta
hubungannya dengan semi hasil kali
dalam yang lain.
Metode Penelitian
Metode yang digunakan untuk
penelitian ini adalah studi literatur.
Dalam penelitian ini terlebih dahulu
dipelajari tentang fungsi konveks dan
norma. Dari kedua konsep tersebut, dapat
dipelajari definisi dari semi hasil kali
dalarn atas dan bawah. Selanjutnya
dipelajari tentang hasil kali dalarn.
Dengan menggunakan hasil kali dalam,
nonna, dan definisi semi hasil kali dalarn
atas dan bawah dihasilkan sifat-sifat dari
semi hasil kali dalarn atas dan bawah.
Kemudian dari hasil kali dalam dan
norma dapat dipelajari dual dari ruang
bernorma. Dari dual, dan dengan
menggunakan Teorema Hahn-Banach
dapat dipelajari normalized duality
mapping. Lebih lanjut, dipelajari bentuk
lain definisi semi hasil kali dalam atas
dan bawah dalam kaitannya dengan
normalized cluality mapping. Pada
bagian akhir dipelajari semi hasil kali
Semi Hasil ... (Febi Sanjaya)
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dalam Lumer-Giles dan kaitannya dengan
semi hasil kali dalam atas dan baw.ah.
yang menghasilkan bentuk lain definisi
semi hasil kali dalam atas dan bawah
dengan menggunakan semi hasil kali
dalam Lumer-Giles.
Hasil dan Pembahasan
Untuk selanjutnya, lapangan yang
digunakan adalah IR kecuali dinyatakan
lain. Untuk sebarang ruang bernorma X,
diambil sebarang x, y 
€ X. Didefinisikan
,f 
' 
m. -+ R dengan
f( t )=)t t*+ty i lz .
Diperhatikan bahwa untuk sebarang a, b
€Rdan0<1"<l  ber laku:
'f (7a + (1 - 1)b)
+ (7a + (1 - l)b)y |2
.J,
:1ll 7x + (1 - 7)x + Aay * (L - A)by |z
I: 
; 
ll 
^(x + ay) + (1- t)(x + by) il2
L
. r ( l l lx*ay l l  +(1 -  1) l tx *  byl)2
1,
. r ( l l lx  + ayl l2+G -Dl lx+ by1121
1^7
= 11ll x I ay i l '+ (r - A))1x + uy ttz
= Lf(a) + (1 - l)f(b).
Dengan demikian f konveks. Akibatnya,
hml l /+tul l : - l l / l l ' ,  danr-+o+ 2t
timlly+txll'? -lyll'z
/+o- 2t
ada sehingga
l im l l ) ,+f t l l '?  - l l -v l l '?
/+{)- 2t
karena itu. dapat
terjamin. Oleh
diturunkan definisi
berikut.
Definisi 3.1. Diberikan ruang bemorma
X. Didef in is ikan fungsi  ( . ,  ) t , ( . , . ) , ,
XxX --> Rdengan
(x, y) , : ,r^ll Y + t* ll' - ll Y ll' oun' /_+o* 2t
(x,y), :  l im l l  y+txl l 'z - l l  y l l 'z
' /+o- 2t
untuk setiap x,y e X. Selanjutnya,
fungsi (., . )7 dan (., .), berturut-turut
disebut semi hasil kali dalam bawah dan
semi hasil kali dalam atas terkait norrna
11.i l .
Sifat 3.2. Jika X merupakan ruang
bemorma, maka untuk setiap x,y e X
danp,q e {C,r} danp I q berlaku :
(i) (x, x)p = ll x 112.
(1i) (7x,y), = l(x,y), untuk semua
1> 0.
(iii) (r, Ly)p = ](x,y)p
2>0.
untuk semua
(iv) (7x,!)p = l(x,y)o untuk semua
,.<0.
(v) (x, Ly)p = l(x,y)o untuk semua
1< 0.
(v i )  t (x,y)p l< l l  x l l l l  y l l .
(vii) (r * y,z), I (x,z), * (y,z),.
(viii) (r * y,z)t 2 (x,z)t * (y,z)t.
Selanjutnya, jika (& ll.ll) merupakan
ruang hasil kali dalam, maka untuk setiap
x,y E X berlaku (x ,y)t = (x,yl =
Semi Hasil ... (Febi Sanjaya)
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I
= 
, l lx
eksistensi rr^ll y +txl!' -ll yll' dan
r+o* 2t
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all x ll2 * b(y,x), untuk setiap a,b e
Akan ditunjukkan bahwa f (ax + by)
ax t by llll x ll untuk setiap a,b e
Misalkan
l ly+tx l l  - l lx l l
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(x,z) ,  (Als ina.  dkk:2010).  Lebih lanjut .
(x ,y)p:  (y,x) ,  untuk p € {r .  I  } .
Teorema 3.3. Diberikan rllang
bernorma X. Untuk setiap x,y e X,
terdapat rr1, rr.t e l@) sehingga (y,x), =
wr(y) dan (y,x), = wz(!).
tsukti : Diambil sebarang x, y € X.
Didefinisikan V = {ax * by I a,b € R.}.
Diperhatikan fungsional linear f :
V -) R. dengan f(ax + by)
ISSN:2088-687X
Jika a < 0. diperoleh pula :
a l l  x  l l  + br+ = -n [ - l l " l l  +
D.l
-n* l = -a[-r l ' " ,1+ l txt  t*7^. ]
< -"1-zlt"ll +tt'- - itl
= -o l l l  b t t tL i l - ' - ;v l l l
:ll ax + by ll.
Jika a: 0, diperoleh
bA+<l l  r  + byl l  -  l l  x l l  < l l .by1.
Dari ketiga kasus di atas, dapat
disimpulkan bahwa
al lx l l  +bT+<l lax + byl l ,
sehingga
f(ax + by)= al lx l l2+ bl lx l l l+
= (al l  x l l  *bL+) l lx l l
< l lax + byl l l lx l l
untuk setiap a,b e R. Ini berakibat /
terbatas danll f ll S ll x ll.Lebih lanjut,
ll / ll : ll x ll karena untlrk frx e v,
/ t  \/ |.m',) = llxll.
Selanjutnya berdasarkan Teorema
Hahn-Banach, terdapat fungsional
w1 :.{-+ l fr sehingga wt(u) = f(u)
untuk setiap u E Y dan ll w1 ll=ll / ll=ll
x ll.
Karena x e V maka wt(x) -- f (x) =
ll x ll2 yang berarti w, e J@).
Selanjutnya, dengan mengambil a = 0
dan b = 'L diperoleh (y,x)r = f (y) =
wr(Y).
R.
<l l
R..
2* = l im
'  t+0+
dan
2- = l im
t+0-
maka
t
l ly+tx l l - l lx l l
(y,x), = l lxl l . l* dan (y,x)t = l lxl lT-
Karena fungsi / : R. -; R dengan
f(t) =llx + tyll untuk setiap t c IR.,
merupakan fungsi konveks, maka
untuk setiap t € R berlaku tT+ < ll x +
ty ll - ll x ll yang ekuivalen dengan
ll x ll + tL+ < ll x + ty ll untuk semua
reR.
Diambil sebarang a, b € IR..
Jika a > 0, maka berdasarkan
ketaksamaan (1), diperoleh :
a ll x ll * b).*: 
"ll l * tt + 
4.t*]
I b r
< a [ l l  x  l l  f  ; t ]= l l  ax *  by l l .
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Dengan menggunakan teorenra cli
atas. dapat diturunkan sllatll teorenra
tentang ekuivalensi dari semi hasil kali
dalarn atas dan bawah dalam kaitannr a
dengan normalized duality ntuplting
sebagai berikut.
Teorema 3.4. Diberikan rllang
bernorma X atas lapangan R. Untuk
setiap x,! e X, berlaku :
( i )  (v,x) ,= sup{w(y),w eJQ)},
dan
(ii) (y, x)t = inf {w(y) | w e l(x)}.
Bukt i :
(i) Diambil sebarang x,y e X dan
w e J@). Diperhatikan bahwa untuk
set iap re Rber laku( l l  *+ty l l  - l l  x l l
)' > o, sehingga
l lx + ty l l2* l lx l l2>zl lx + ty l l l l r l l .
Karena w(x) -- ll x ll2. diperoleh
ll x + ty ll2-r Zw(x)
>l lx l l2 * l lx  *  ty l l l lx l l .
Ekuivalen dengan,
l lvLr i [2- I ! l l2
'^ '  ' !n n^n > l l x * ty l l l l  x l l  - w(x).2 -  " ' -
. . .  (2)
Selanjutnya, karena ll w ll = ll x ll maka
untuk setiap t e R berlaku
x*ty
w( .:__---_ -) < ll x ll.
' l lx+tYl l ' -  '
Dengan kata lain,
w(x *  ty)  <l l  x + fy l l l l  / l l .
Ekuivalen dengan
tw(y) <l l  x *  ty l l l lx l l  -w(x).
. .  (3)
Dari (2) dan (3), untuk t > 0 diperoleh
l lx + ty l l2- l lx l l2
> w(v)2t
Akibatnya. (y,x), > w(y).
Di lain pihak, berdasarkan Teorerra
3.3. terdapal w1el(x) sehingga (y,x), --
wt(y). Ini mengakibatkan
(y,x) ,  = sup{w(y),w el(x)} .
(ii) Diambil sebarang x,y € X.
Ilerdasarkan (i), diperoleh
(-y,x) ,  = sup{w(-y),  w e I  (x)}
:  sup{-w(y).we J@)}
= 
-inf{w(y) |  w e l(x)}.
Karena (-y,x), : -(y,x)t maka
-(y,x)r= - inf{w(y) ,  w e l (x)} .
Dengan kata lain
(y,x) t  :  inf{w(y),  w e I  (x)} .
Teorema 3.5. Diberikan ruang
bernorma X atas lapangan R. dan J
merupakan section of normalized duality
mapptng.
berlaku :
Untuk semua x,y e X
ll /,. tttt x
l lx l l
(Y, x), = 
,[f;*/1r* to(Y)
(v, x) + = )'!!-I<**,e(t)
Bukti : Karena / merupakan section of
normalized duality mapping, maka untuk
setiap
x,y e X,x *  0dant > Oberlaku
l lx+ty l l  - l l  x l l  :
l lx+ty l l l lx l l - l lx l l2
l l r l l
+ ty t t  - ; ;  x l l2
l l r l l
l / , . (*  + ty) l  - l l  x l l2
l lx l l
/ , . (*+ty)- l l  x l l2
39
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/,(x)+ r / . (y)  - i lx ; ;z
l lx l l
_ .1"(v)
- ' l l r l l
Untuk x = 0 berlaku
l lx + ty l l l lx l l  - l lx l l2
l lxJ l -=l lv l l
)  0=o(y)=, I , . (v)
Jadi untuk setiap x,y E X dan f > 0
diperoleh
l lx +ty l l l lx l l -11"112
: ll y ll > /,.(v)
Dengan
didapat
l l  x+
ISSN:2088-687X
rlemperhatikan (5) dan (6),
l lx+2tyl l  - l l  x+ty l l
> l l  x  *  t l l
+
> /r**tvlfu)
l lx  *  ty l l  - l lx l l
t
untuk setiap t > 0 dan x, y € X.
Karena
. . .  (7)
l im l lx  *  ty l l
t -0r
l lx+ty l l - l lx l l
= ll x ll linl
f r  0-
l lx+ty l l - l lx l l
='(x, y),
l iml lx+ty l l
t -  Or
l lx+ty l l - l lx l l
: l lx  l l  l im
t -0r
= (x,y),
dan
L
ty l l  - l lx l l
l im l lx  + wl l
t -0r
l lx+zty l l  - l l  x+ty11
l im
:  l lx l l
l lx+zty l l  - l l  x l l  - l l  x+ty l l  + l l  x l l
t
l lx*Zty l l  - l l  x l l
= l l  x  l l  (2 l im
- f -0+ 2t
-  l im
l lx+ty l l
t
- l lx l l .
-)
= ll x ll lim.
t r  01
l lx+ty l l - l lx l l
= (Y,x),
maka jikauntuk setiap dan x,y E X,
diambil limit untuk f --+ 0+ pada
ketaksamaan (7), dapat disimpulkan
bahwa 
,l]f;.7r,.*ry;(v) ada untuk setiap
dan x,y e X.Lebih lanjut,
,l]p7tr*,r; (y) = (y,.r), ...(B)
Selanjutnya, dengan menggunakan (8),
diperoleh
tv ll
Selanjutnya, un,"u :n]
x,y e X danganx * ty
l lx+ty l l - l lx l l
dan sebarang
I diperoleh
0
ll  x *
t
ty l l2 - l lx l l l lx  + ty l l
r i lx+Wll
i ,* ,vt(*+ty)- l l  x1111 * + ty l l
f l lx+ryl l
- 
I6+ty1(y)
 l lx  + ryt t
Untukf > 0 danx I ty = I berlaku
. . l lx*rv l l  - l lx l ll l  x * tyl l  --- 
,
= 
-ft**ty;(Y).
Akibatnya, diperoleh ketaksamaan :
l lx+ty l l - l lx l ll l  x+ty l l - - - ts
untuk semua,, o *:"J:l'.ttl 
tt'
Selanjutnya , pada k"tukru-uun
dengan mengganti x dengan x *
diperoleh :
l lx  + ty l l l lx  
+Ztyl l  - l lx+ty; ;
t
> /r"*,v10) . . .(6)
l l  x *
:0:O(x)
(4)
t t t
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(y, x) t = - (-y, x),. = -rl]p7r**,r_vl (-y)
= l im Jr**, ,_*. , . , r(V)
- t+0-- \"  \  \ /Jt" '
= 
rl]p7r**.yyfu)
untuk setiap x,y e X.
Selain teorema di atas, ternyata
bentuk lain dari semi hasil kali dalam atas
dan bawah dalam kaitannya dengan
section of normalized duqlity mapping
dapat dinyatakan sebagai berikut.
Teorema 3.6. Diberikan ruang
bernorma X atas lapangan R dan section
of normalized duality mapping /-. Untuk
semua r,y e Xberlaku:
(Y,x),- l im (Jr**tvl --/*)(*),
t -0+ t
dan
(y,x)n = l im
f  
-0-
(./('+tv) - /')(x)
l i rn
t -0+
l lx  *  ty l l2- l lx l lz
= 2 (y,x) ,
dan karena Teorema 3.5. yaitu
(y, x), = 
,Lrp/rr*ry;(y;
maka dari kesamaan ( 1), dengan
mengambil limit pada t untuk t --+
0+didapat
(y,x), =
/--i --i \ z
, ,*  
( / t**tvt  -  /*)(x)
t -0+ t
untuk setiap x,y e X.
Dengan carcyang sama, diperoleh
(v,x)t= 
rLp 
(7r**tul- 7*)(*).
untuk setiap x,y e X.
Teorema 3.7. Diberikan ruang
bernorma X atas lapangan R. Semi hasil
kali dalam atas dan bawah dari x, y e X
dapat dinyatakan sebagai berikut :
(y,x)r = sup{ly,xl 
'  
[ . , . ]  € Srr.tr] ,  dan
(y,x)r = inf{ ly,xf ,  1.,.1 € Slr.rr}.
Bukt i :  Dambi l  sebarang xeX dan
semi hasil kali dalam Lumer-Giles
[.,.] e S1.1. Diperhatikan fungsi f, :
f 
- 
R, dengan f*(y) = ly,xfuntuk
setiap y e X. Untuk sebarang y,z e X
dan skalar a, b berlaku
f,(ay + bz) - fay * bz,x]
a[y,x] * bfz,xl
af,(y) + bf,(z)
l f , (y) l : l [x ,y l l<
= l l  x  l l l l  y  l l ,
sehingga f, e X.. Lebih lanjut,
ll f, ll: ll x ll karena llf,ll S llxll dan
4l
Bukti : Untuk setiap x,y e X dan t
dapat diturunkan kesamaan
l lx + ry l l2- l lx l l2
t.
_ 
/-t**tvl(x + ty) - /,(x)
t
+0
t
_ 
/c*+q,l (x + ty) - 7, (x)
t dan
_ 
/r**tvl(x) + t/r**trl(y) - /*(x)
t
- 
Ut"*tyt - /')(x)
r 
+/r**tvl(Y) " '(1)
Karena
/c"*.yt (x) * t/<r*rvt (y) - /r(x)
t
l lx  + ty l l2- l lx l l2
[x,x]ly,yl
AdMathEdu I Vol.5 No.l lJuni 2015
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/x \  |  x  If , : ( r r  
" rJ=[r ' r r 'x ]  
: l l  x l l '
Diperoleh pula f, (x) = ll x ll2. Dengan
dernikianf, e l(x).
Ini berakibat
{ f ,  = [ . ,x1,  [ . , . ]  € S' . r r ]  = l (x)
sehingga
{ ly,x l ,  [ . , . ]  € Srr . r r ]  e {w(y),w e l (x)} .
Dengan demikian diperoleh
sup{[y,x] ,  [ . , . ]  € Srr . r r ]
< suP{w(Y) . w e l(x)}.
Berdasarkan Teorema 3.4 maka
sup{ ly,x l  
' [ . , . ]  €Srr .1]  3(y,x) , .
Selanjutnya, berdasarkan Teorema
3.3, terdapat w, e J@) sehingga
wt(y) : (y,x)r.
Diambil sebarang section of norntalized
duality mapping I dengan j, = wr.
Untuk setiap Z,u € X didefinisikan
fu,zf = ir(u). Dengan demikian, [.,
' l € srr.rr
dan [y, xl = jr(y) = wt(y) = (y,x),.
Dengan kata lain,
(y,x) ,= sup{ ly,x l  ,1. . , . ]  
€ Srr , r r } .
Untuk selanjutnya,
(y,x)t = -(-y,x),
:  -sup{- [y,x l ,  [ . , . ]  € Srr . ' ]
= tnf{ ly,xl ,  [ . , . ]  € Srr.rr].
Dari teorema tersebut dan dengan
menggunakan sifat dasar dari supremum
dan infimum, maka dapat disimpulkan
akibat sebagai berikut.
Akibat 3.8. Diberikan ruang bernorma X
atas lapangan R dan [.,.] € Str.rr. Untuk
setiapx,y e Xberlaku
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(y,x)r<[y,x l  3(y,x) , .
Selanjr.rtnl'a kan diberikan bentuk
lain dari senri hasil kali dalani atas dan
bawah dalanr kaitannya dengan semi
hasil kali dalarn Lumer-Giles rnelalui
teorema beriknt.
Teorema 3.9. Diberikan ruang
bernorma X atas lapangan R. dan [.,
.] € Srr.rr. Untuk setiap x,y e X berlaku
(v,x) .  = l im [v,x + tv l
t -0+'-
dan
(y,x)r  =, l ]p[V,x *  ty l .
Bukti : Diambil sebarang x,y e X.
Berdasarkan Teorema 3.10, dapat
dibangun irisan dari fungsi dualitas yang
temormalisas / dengan 1r1u} = fu,vl
untuk sebarang u,v e X. Selanjutnya dari
Teorema 3.5 diperoleh (y,x), =
linrr-o*/1r* ty>(y). Dari kedua hasil
tersebut maka
(v,x)"  = l im [v,x *  tv l .
t  . .o+ '"
Dengan cara yang sama diperoleh
(y,x)e =,|]p[V,x * tyl.
Sebelum dilanjutkan pada
teorema selanjutnya, terlebih dahulu akan
diberikan beberapa teorema yang akan
dipakai pada pembuktian teorema
selanjutnya.
Teorema 3.10. ( Dragomir, 2004 )
Diberikan ruang bernorma X atas
lapangan K. Untuk setiap section of
normalized duality mapping 7 terdapat
semi hasil kali dalam Lumer-Giles [., .]
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e ^S i . Begitu juga sebaliknya. nrrtuk
setiap semi hasil kali dalarn Lurner-Giles
[., .] e ,q terdapat section oJ
normtrli:ecl dtrulity mapping J .
Teorema 3.11. ( Dragomir, 2004 )
Diberikan ruang bernorma X atas
lapangan K.. Jika X smooth maka
terdapat dengan tunggal semi hasil kali
dalam Lumer-Giles [. , . ]  € {rrr yang
membangun l l . l l .
Selain beberapa teorema di atas,
ternyata ekuivalensi dari semi hasil kali
dalam atas dan bawah dalam kaitannya
dengan semi hasil kali dalam Lumer-
Giles dapat dinyatakan dalam bentuk lain
sebagai berikut.
Teorema 3.12. Diberikan ruang
bernorma X atas lapangan R dan [., .]
€ Slr.rr. Untuk setiap
x,y e X berlaku
Relx.x+tyl- l lx l l2
Jr
, \ ,. Relx.x t tyl - l lxl l,(  \ / , ,Y ) , .  = l l ln
t+0+ t
Dcngan cara yang sama diperoleh
Re[x.x+ty]- l lx l lz(v,x)r :  l i lnt-0- t
Teorema 3.13. Diberikan bernorma
sntooth X atas lapangan R. Jika [., .]
€ Stl.rr, maka untuk setiap x,y e X berlaku
lx,y)=(x,y)r=(x,y) t .
Bukti : Diambil sebarang x,y 
€
X. Berdasarkan Teorema 3.7
diperoleh (x,y), = sup{fx,y] 
'  
[ . , . ]  e
S;p.11). Selanjutnya, dari Teorema 3.11,
terdapat dengan tunggal [., .] e .S11.11. Oleh
karena itu,
(x,y) ,= sup{fx,yf  
'1. , . ]  € Srr . r r  = [x,y] .
Dengan cara yang sarna diperoleh
(x,y)r = Lx,yl.
Kesimpulan
Semi hasil kali dalam atas dan
bawah merupakan suatu fungsi teftentu
yang dibangun oleh norma. Lebih lanjut,
sifat-sifat dari fungsi tersebut lebih lemah
dari hasil kali dalam. Beberapa
diantaranya adalah (x,y), * (z,y), <
(x * z,y), dan (x,y)t * Q,y)t
(x * z,y)s untuk setiap x,y e X
dengan X merupakan ruang bemorma.
Semi hasil kali dalam atas dan
bawah ini berkaitan erat dengan
normalized duality mapping dan semi
hasil kali dalam Lumer-Giles. Ini
ditunjukkan oleh beberapa ekuivalensi
dari definisi semi hasil kali dalam atas
(y,x), - l im
t+0 r
(y,k)t = 
,l]F
t
Relx.x+ty)- l lx l lz
r
Bukti : Diambil sebarang x,y E X.
Berdasarkan Teorema 3.10, dapat
dibangun section of normalized duality
mapping 7 dengan lu(u) = [2, u] untuk
sebarang u,u e X. Selanjutnya dari
Teorema 3.6 diperoleh
(y,x),=m!@;@
Dari kedua hasil tersebut maka
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dan bawah. Jika J merupakan
normalized duality mapping pada ruang
bernorma X, makauntuk setiap x,y E X,
terdapat w1,w2 e l(x) sehingga
(y,x), = wfu) dan (y,x)t = wz(!).
Lebih lanjut, (y, x)r, (y, x)' dapat
dinyatakan sebagai U,x), = sup{w(y) |
w e l(x)\ dan (y,x)t = i.nf {w(y) ,
w e l(x)j. Jika (X,ll.ll) ruang
bernorma dan [., . ] semi hasil kali
dalam Lumer-Giles yang
membangkitkan norma ll.ll, maka untuk
setiapx,! e Xberlaku
(y,x), =J]p[V,x + tvl
dan
ISSN:2088-687X
(y, x)t = limt-o- [y, x + ty].
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